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SUBIECTE

Clasaalll-a
Problema .

Calculati diferenta numerelor a si b,stindcaa=9x8—-7xXx6+5%Xx4—-3%x2+1 si
5x(4+4:b)+5%x4=55-5.

Problema 2.

a) Se considera un sir format din sase numere impare consecutive, scrise in ordine
crescatoare. Stiind ca suma dintre cel mai mic si cel mai mare dintre ele este egala cu cel
mai mic numar natural de trei cifre care are suma cifrelor egala cu 9, determinati al patrulea
termendin sir.

Ionela Turturean, Satu Mare

Supliment ,,Gazeta Matematica” Nr.2/ 2025

b) Alina are mai putin de 270 lei. Daca ar avea de cinci ori mai multi bani decét are, ar depasi
sumade 270 lei cu tot atatia bani catiii lipsesc pentru a avea 270 lei. Céti lei i lipsesc Alinei
pentruaavea 270 lei?

Prof. Aurelia Petrica, C.N. ,,Carol I, Craiova

Problema 3.
a) Produsulapatrunumere naturale distincte este 24. Aflati suma numerelor.
b) in cate moduri puteti completa casutele goale de mai jos cu numere astfel incat produsul
numerelor din oricare trei casute alaturate sa fie 247 Justificati raspunsul dat!

Bl I [T [ [f2f [ ]]

Prof. Aurelia Petrica, C.N. ,,Carol I, Craiova
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Problema 1. Bunica avea de 4 ori mai multi curcani decéat cocosi. Dupa ce a vandut vecinei 2
curcani si a cumparat un cocos, acestia din urma au devenit de 3 ori mai putini decéat curcanii. Cati
curcani si cati cocosi are acum bunica?

Valentina si Eugenia Parvulescu, Giurgiu
Supliment ,,Gazeta Matematica” nr.2/2025

Problema 2. Pe o tabla este scris un numar cu 100 de cifre, format prin alaturarea catorva numere
2025:

202520252025 ... 2025

a) Cate cifre 2 sunt scrise pe tabla?
b) Ana, Bianca si Corina au adunat laintamplare cate 30 de cifre consecutive din acest numar.
Este posibil ca fetele sa fi obtinut rezultate diferite? Justifica raspunsul.

Prof. Luminita Popescu, C.N. ,,Carol I, Craiova

Problema 3. in doua cutii sunt in total 2025 de bile. Mutdm din a doua cutie in prima gdin numarul

bilelor care se afla in prima cutie. Apoi se iau din prima cutie g din numarul bilelor aflate acumin a
doua si se punin adoua cutie. in final, dupa cele doud mutari, numarul bilelor ramase in prima cutie
este % din al celor din a doua. In ce cutie erau lainceput mai multe bile si cu cat?.

Prof. Monica Stanca, C.N.,,Carol I’, Craiova
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Problema 1. Fie A4 = 22026 4 22025 4 22022 Demonstratica (4 — 600) : 1000.

Gazeta Matematica Nr.2/2025

Problema 2. a) Fie numarul N = 2024 99...9 . Aflati restulimpartirii lui N la 24.
ncifrede9

b) Aratati ca existd numere naturale nenule x siy pentrucare x2 + y3 = 20252023,

Problema 3. Determinati toate numerele naturale n pentru care suma celor mai mari trei divizori
aiacestuiaeste 79.

Popescu Luminita
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s , 73 3 5y2

Problema 1. Se considera numerele naturale nenule x, y, z care au proprietatea 2225 = 2 —
T . xZ4y?4z2

Arétati c fractia——

20 2
1 - .
% sz este numar prim.

Codrut Sorin Zmicala, Sighetul Marmatiei
G.M. 2/2025

Problema 2.
a) Fiea, b € N*. Demonstraticd dacd 2024% + 2025” = 2024” + 2025¢%,atuncia = b
b) Rezolvatiin multimea numerelor naturale ecuatia

20249%°+Y 4 20253%y+28 — 20243%y+28 4 2(0259%"+Y

Prof. Georgescu Carmen-Liana, C.N. ,,Carol I”, Craiova

Problema 3. In triunghiul ascutitunghic ABC se construiesc inaltimea [AD] simediana [AM] cu D,
Me(BC). Fie punctele E si F astfel incat D este mijlocul lui [AF] si M este mijlocul lui [AE], iar
BF n CE = {P}.

a) Demonstratica[PB] = [PC]

b) DemonstraticaEF || CB sicaPM este mediatoarea segmentului [EF]

Culegere de probleme
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Problema 1. Rezolvatiin multimea numerelor reale ecuatia
{x}-[x] = 2025 - x,
unde {x} reprezinta partea fractionara a a numarului x, iar [x] reprezinta partea intreaga a

numarului x.
Prof. Gabriel Tica, C.N.,CarolI”, Craiova

Problema 2. Determinatinumerele reale pozitive x, y, z care au proprietatile:

1 1 1 1 1 1
2x—2y+;—m, 23’_22"';_%’ 22—2x+;—ﬁ.

Prof. Mihaela Berindeanu, Gazeta Matematica

Problema 3. Fie triunghiul ascutitunghic ABC, cu BAC = 60°. Semidreptele (BD si (CE sunt
bisectoarele unghiurilor ABC si respectiv ACB, D € (AC), E € (AB) si {I} =BD NnCE . Pe
semidreptele (BD si (CE consideram punctele B’, respectiv C’, astfel incat AB’IC’ sa fie
paralelogram, D € (BB"),E € (CC"). Aratati cadreapta B’C’ trece printr-un punct comun cercurilor
circumscrise triunghiurilor BEB’ siCDC’.

Prof. Gabriel Tica, C.N. ,CarolI”, Craiova
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Problema .

a) Fiea,b € R. Dacamax(a,b) = min(a, b),atuncia = b.
b) RezolvatiinZecuatiazmax("s' 3x-2)-min(x3, 3x-2) + omin(x?, 3x-2)-max(x?, 3x-2) — o

Carmen-Liana Georgescu, C. N. ,,Carol I”, Craiova

Problema 2.

Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare, punctul M mijlocul segmentului (BC), iar punctele
P, Q, R, S, R sirespectivS’ astfelincat P € (AM),Q € (DM),BP n AC = {R},CP N AB =
{S},,BQNnCD ={R'},QC N BD = {S'}.
Demonstrati ca dreptele SS’ si RR’ sunt coplanare.

Stefan Gobej, elev, Curtea de Arges,

Gazeta Matematicd 2/2025

Problema 3.
Suma volumelor a 2025 de cuburi, nu neaparat identice, este egala cu 343 m3. Demonstrati
ca suma lungimilor tuturor muchiilor acestor cuburi este mai mare decét 84 m.
Raluca Ciurcea, C. N. ,,Carol I, Craiova
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Problema 1. Aflati sirul de numere naturale nenule (a,,) ey astfelincat

a, a, a, 1
—+ =+ =1- :
2! 3! (n+ 1)! A Ay e Apgq
pentru orice numar natural nenuln,unde k! =1-2-3- ...- k pentruorice k € N*.

Adaptare Florin Rotaru, SGM 12/2024

Problema 2. Fie g, b, c > 0. Demonstratiinegalitatea:

a’?+b?>+c?*+abc+4>2ab+ 2bc + 2ac.

*kk

Problema 3. Fie un triunghi ABC si punctele M € (AB), N € (AC). Demonstrati ca dreapta MN
trece prin mijlocul medianei din A a triunghiului ABC daca sinumai daca
AM_I_AN_2 AM - AN
BM CN = BM-CN
Adrian Bud, G.M.2/2025
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Problema 1. Se considera punctele A si B din planul complex, avand afixele z, = 3isizg = 4.
a) Calculatilungimeasegmentului AB.
b) Determinatinumarul complex z de modul minim care verifica relatia

|z—3i|+|z— 4| =5.
Problema 2. Rezolvatiin R ecuatia:

log,(x®> +x3 +2) =1+ 4log, x + x(2 — x).
Gazeta Matematicd 2/2025

Problema 3. Fie f: (0,) — (0, ) o functie care verifica urmatoarele relatii: f (x3) = (f(x))3 si
f(2x) = f(x), pentru orice x € (0,0). Calculati toate valorile posibile pentru f(22025) —

f(ZOZi/f)-

Prof. Luminita Popescu, C.N. ,,Carol I, Craiova
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Problema 1. Determinati functiile f: R — R, care sunt continue in punctul x, = 0 si care verifica
relatia f (x) f (3x) f (9x) = 313%, pentruorice x € R.

Gazeta Matematicd nr.2/2025

. . .k vk
Problema 2. Sa se calculeze lim,_, [1i-1 (sm — tcos 7).

Prof. Spiridon Catalin, C.N. ,,Carol I, Craiova

Problema 3. Fien > 1 un numar natural si matricele A, B € M, ,1(R), astfel incat AB — BA =
(AB — BA)*, unde (AB — BA)" reprezinta adjuncta matricei AB — BA.SasearatecaAB = BA.

10
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Solutii i barem de corectare

Clasaalll-a

Problema 1.
Aa=9X8—-7X6+5%X4—-3%X2+4+1=72—-42+4+20—6+1=45. s eveeeeeeun. 2P
e R R O | o

Problema 2.
a) Celmaimic numar natural de trei cifre care are sumacifrelor egalacu 9 este 108.........ccvccceseeerne. 1p

Fie a, a+2, a+4, a+6, a+8,a+ 10 cele sase numere impare consecutive. Avem

A @ A 10 = T08ect et eeee e ssasses e s e s e s s e AR R R8s e R e e R £ R R e R e e 1p
ODENEM @ = 98: 2 = 49....eeeeeeeeeesemeeeeeessssssssssessesssssssssssssssssasssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss s ssssesssessssssssesssssssseses 1p
Al patruleatermen diNSIFE@STE 49 4 6 = 55 e ceeeeeseesssssssssssssssssss s sessssssssssssssssasasssssee 1p
b)

Alina = .

AN * J *
T

270: 3 = 90 [0 AIre AlINA . eeeeeeeveeeeeeeeeeeesssssssssssssesssssssssssesssssssssssssssessssss sessssssssssess s e sssassss s e s s e s s e ensees 1p
Alinei THPSESCX = 270 — 90 = 180 L@1.uuueerrurrsssrmeseeeersssusmsssssssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssessssssss sssssssssss 1p

Problema 3.

Q) 24 = 1 X 2 X 3 X 4 eoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseeesssessssssssssssssses 585855555 RRRR AR AR RS £ 88 58 5 5 AR AR AR R AR R 1p
g A S A o 1p

b)

(8lalblc|d]e[f[2[g[h]i]

3XaxXb=aXbXc=24si0blNEMC =3 S @ XD = B eeeeeereermsmsmssssssssssssssssssssssssssses 1p
(3lalb|s[d]e[f[2][g[h[i]

AaXbX3=bX3Xd=3XdXe =24 0 =d SID =€ . 1p
(8lalb[3falb[f[2][g|h]i]

3XaxXxb=axXbXf=bXfXx2=24,deundef = 3,0 = 4S80 = 2 ccccrcermmrmsrmmssrerreeeens serrerreen 2p

11
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Problema 1.

Solutia 1

Notéand cu a numarul initial de curcanisicu b numarulinitial de cocosiavema = 4b ... 1p
Dupa ce vinde 2 curcani sicumparaun cocos,avema — 2 = 3(D 4 1) .smmmmeessssssssssssssssssssssees 1p
DinceledouarelatiobDtiNEM 4D — 2 = 3D 4 3 o sesssssssssssne s ssssssssssssssssssssssssee 1p
4b = 3D 4 5,dECID =581 @ = 4 "5 = 20 s 2p
Bunicaareacum5 + 1 = 6 COCOSI SI 20 — 2 = 18 CUICANI ..c.uuurrmmrmmmmmmemnmensesssssssssssesssesssssssssssssssssssssssssssssssesssses 2p

Solutia a II-a

Initial: 4 A A A
" "BBBB BBBB BBBB BBBB
3 grupe
i A A A A A A
inal:

BBB BBB BBB BBB BBB BBB

Deoarece erau de 4 ori mai multi curcani decét cocosi, la inceput se puteau face un numar

necunoscut de grupe de tipul A BBBB, unde A reprezinta un cocos siBun curcan .. eeeeeeeeees 1p
Cand bunica a vandut doi curcani, doua grupe au devenit de forma ABBB...........ccoeccessseessseennnns 1p
Dupa ce a cumparat un cocos, stim ca au devenit de 3 ori mai putini cocosi decét curcani, adica se
pot face NuMai grupe de TOrMA A BBB ... eeeeeeeeseseeeseeeeessssssssssseessseesssssmmssssssssssessssssssssssssesssssssmsssessssssssssssassaseseee 1p
Cocosul cumparat se va grupa cu 3 curcani, acestia fiind luati din trei grupe de tipul A BBBB (care
trebuie saramanatot de fOrmMa A BBB) ... ceeececeeeeesessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnas 1p

in final bunica are 2 + 1 + 3 = 6 grupe de pasari, toate de forma A BBB (dou& grupe de unde
vanduse cate un curcan, o grupa cu cocosul cel nou cumparat si trei grupe de unde s-a luat cate un
curcan cu care s-a format grupa COCOSUIUINOU) ......uuuvevvveeveressssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 1p
Bunicaareacum 6 - 1 = 6 COCOSI Si 6 * 3 = 18 CUICANI .ccvurrermrereerssssssssssmsssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssseese 2p

Solutia a IlI-a

Reprezentam printr-un segment numarul initial de cocosi si pornim de la situatia finala, cand sunt
de 3 ori mai multi curcani.

Cocosi ] L

Cocosi +1 @ ' 3 1 . ’ 1

Curcani -2 e ole

Curcani ¢ ol e 1 lolele

............................................................... 4p

Deoarece lainceput erau de 4 ori mai multi curcani decat cocosi, comparand primul si ultimul
desen deducem caun segment trebuie safie egal cu 5, adica erau 5 cocosilainceput. ... 1p
Bunicaaredeciacum5 4+ 1 = 6 COCOSISi 3 * 6 = 18 CUMCANI ..c.ouvvererrermrssssessssmmsesssessssssssssssssssssssssssssssssssssessee 2p
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Problema 2.

a) Deoarece 2025 are 4 cifre si numarul scris pe tabla are 100 cifre, deducem ca a fost scris
rEPEtat 2025 A€ 100: 4 = 25 OFf covveuuvrces coverresersesssssssssssssssseessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssessssssssssssssessssssssssss 1p
Numarul 2025 are 2 cifre 2, decisunt scrise 25 * 2 = 50 € CIfF€ 2 ....eeeeerrvcssssessneeeessssssssssssssssssssnns 1p
Solutia I

b) Sunt posibile 4 sume de 30 de cifre consecutive, fiecare incepand cu una din cifrele lui

2025. Cum 30 da catul 7 si restul 2 la impartirea cu 4, secventa de 30 de cifre consecutive va
contine grupa 2025 de 7 ori la rand plus inca 2 cifre sau de 6 ori la rand plus inca 6 cifre, situate
inainte sidupa grupele 2025 complete.

Daca incepem cu prima cifra 2 de la un numar 2025 din cele scrise pe tabla, avem suma celor 30

decifreconsecutive S; =7 (24+04+2+5)+2+0 =79+ 2 = 65 crrreeessrsssssssmssssssseseen 1p
Dacaincepemcu0,avemS, =0+2+5+6-2+0+2+5)+24+0+2=7+6-9+4 =65.... 1p
Dacaincepemcualdoilea2,avemS; =2+5+7-2+0+2+5)=74+7"9 =70 1p
Dacaincepemcub,avemS, =5+7-2+0+2+5)+2=54+7"942 =70 cooccceeermeeeeruen. 1p

Nu am obtinut trei numere diferite, deci nu este posibil ca fetele sa fi obtinut rezultate diferite. ...... 1p
Solutia a II-a

b) O secventa de 30 de cifre consecutive va contine de 7 ori cifrele 2, O, 2, 5 (indiferent care e

prima, se vor repeta toate de 7 ori), plus INCA AOUA CifI@ ....eeeeeeceeeeeeereeessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1p
Cele doua Cifre POt fi: 20, 02, 25 SAU D2 ... eessssssssssssssssssssessssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssssssses 1p
Sumele posibile pentru cele 30 de cifresuntdeci7-(2+0+2+5)+2+0sau7-(2+0+ 2+
5) + 2 + 5,adica se pot 0btiNE AOAr AOUG VAIOK ... ssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 2p

Nu am obtinut trei numere diferite, deci nu este posibil ca fetele sa fi obtinut rezultate diferite. ...... 1p
Problema 3.

Solutia 1

Daca notam cu a o cincime din numarul final de bile din a doua cutie, atunci in a doua cutie sunt
5-a bile si in prima 4-a bile deci avem 4a + 5a = 2025, de unde a = 225 (sau desen cu
segmente si 0 parte egala este 2025:9 = 225). in final, prima cutie are 4 - 225 = 900 bile, iar a
AOUAS * 225 = 1125 DIIE aeeeeeeeeeeeeeteecessseessseeessssessssesssssssssssssesssssssess asssesssassssssasssssssasesssssssesssssssssssassssss s ssssassssssassnses 2p
Daca notam cu b o treime din numarul de bile care erau in a doua cutie inainte de ultima mutare,
inseamna ca aici erau 3 - b bile si au mai fost aduse ultima data doua treimi din acest numar, adica
2 - b bile, deci 3b + 2b = 1125 si obtinem b = 225. Rezulta ca dupa a doua mutare aveam in a
douacutie 3225 = 675 bilesiinprima 2025 — 675 = 1350 DIlE ......c.ueeuummmrrmmmsmmmresssssssesessseessesssssssseens 2p
Daca notam cu c o treime din numarul de bile care erau in a prima cutie la inceput, inseamna ca
acolo erau 3 - ¢ bile si la a prima mutare au mai fost aduse doua treimi din acest numar, adica 2 - ¢
bile, deci 3¢ + 2c¢ = 1350 si obtinem ¢ = 270. Rezulta ca dupa prima mutare aveam in a prima
cutie 3-270 = 810bilesiinadoua2025 — 810 = 1215 DIl .....eureeremmrmmmmmmmmennnrenssessessssssssssssssssssssssssssaeees 2p
Decilainceputin adoua cutie erau cu 405 bile mai multe deCat in Prima.....eeeeeessssseeeeeeeesssssnnns 1p

13



COLEGIUL
NATIONAL
CAROL I
CRAIOVA.....

ClasaaV-a

Problema 1.
22026 4 22025 4 22022 — 22022(D% 4 23 4 1).oooeeeeeeeeeeveeeee e ssssessssssssssssssesssssess s D

= p2022. (16 +8+ 1) L X, |+

25
= 22020. 22 s 101 SO~ o
U (22020) = U(24) =6=>. . SRR | o

Ultimele 3 cifre ale lui A sunt 600 deC| (A 600) 1000 2p

Problema 2.
a) Dacan > 3,cumN + 1 =2025 00..0 atunciN + 1 este multiplu allui24, decirestul

ncifrede 0

impartirii luiN la 24 va fi 23.... LAp
Dacan = 0QatunciN = 2024 §| restuleste8 dacan = latunC|N = 20249 §| restuleste 17 iar daca
n =2, N =202499iar restul €ste €gal CU 1 1. .......urireeisnsessssssesss s sssssessessssssmsssssssssssssesses sene | P

D) SE ODSEIVACA 362 + 93 = 2025 ..o eeeeessesessssssessssssesssssssssssssssessssssssssssessessssssssssssessesssessesssssson 2p
20252023 = 2025 - 20252922 = (362 + 93) - 20252022 = 362 - 20252022 + 93 . 20252022 =
(36 - 202510T1)2 £ (19 - 202587%)3 e sessssessssesessssssssses s ssss s esssssssssseessssessssssees s sesseeesssee 2p
Deaicideducemcax = 36 - 2025101 gi y = 9 - 202557 ... sserssssssssssssssssssssssessssssssssssesss D
Problema 3.
Notam1l =d; <d, <d; < - <dj, =n unded, este numar prim,iar cei mai mari 3 divizori ai lui
nsuntn,dlz,d%. Avem doud cazuri ds = d? sau ds €St€ NUMAN PHM. coceveeoeresssssesssssssssseis 1p

Daca d; = d3 atuncin = d3 - m, iar cei mai mari 3 divizori sunt d? - m, d,-m,m de aici
avem 79 = m(1 + d, + d2) . Dar 79 este numar prim decim =1 si 1+ d, + d3 = 79. De aici
obtinemd,(d, + 1) = 78.Dar 8-9 = 72 < 78 < 90 = 9 - 10 decinu avem solutiiinacest caz..2p

Dacad; este numar prim, atuncin = d, - ds - m,iar ceimaimari 3 divizorisunt d, - d5 - m,
ds; -m, d,-m deaiciavem79 = m(d, + d3 + d, - d3). 79 estenumar primdecim = 1 si
dy + ds + d, - ds = 79 deunde gasimd, = 2= dz deci 1 + d,| 79 — d, adica 1 + d,| 80.

Deoarece d, este numar prim si80 nu este dIVIZIbI| cu3rezultacad, > 2 esteimpar,deci 1 + d, este par.
Inplus 79 = d, + d3 + d, - d3 > d3 decid, < 9deundeavem 1 + d, poate fi 4 sau

Pentrul + d, = 4avemd, = 38i dz = 19NUMEre prime Sin = 57. .mmmmmmmmmmmmneneessssssssssssssssssees 1p

Pentrul + d, = 8 avemd, = 7 $i d3 = 9 Care NU €Ste NUMAK PHM.....ccueeeeerermemmessessessssssssssssssssssssssssssssssses 1p
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ClasaaVl-a
Problema 1.
2
5%:1Zﬂ=>z=i—2ENg,idec:iye{l,Z} ................................................................................................................... 2p
3
Daca y = 2 atunciz = 10, iardin 73+2++x = % =10 = x3 =125 = X = S 2p
2 2 2
Fractiau = 43 NMUNMIAL DI ceevtvvuuuereeeessssessssssssssssssseessssssssssssssss sesssasssessssssessesssssssesssssssesssusssssesssssesssesssssssssssssssasas 1p

3
Dacd y =1 atunci z = 40, iar din 2% — % se obtine 74 + x3 = 50 ecuatie care nu are

SOIULii TN MUITIMEA NUMETEION NMATUIGIE....ooeee oo eeeeevesssemsssssassssssssssessesessssssssscessseessesesesssssssssssssssssssssssssssssssssssessseseseees 2p

Problema 2.
a) Ecuatia fiind simetrica in a si b putem presupune fara a restrange generalitatea ca a > b.
Ecuatia devine2024% — 2024> = 2025% — 20257 adica

2024P(2024%°% — 1) = 2025%(2025%? — 1)..1p
Dacda>hbh=a—b >0 = 20249 < 2025%Psi0 < 2024%P -1 <2025%%-1side

aici 20247 (2024977 — 1) < 20252(2025%70 — 1) AECI @ = Duerevceeeeeeeeeeeseeesseesseesssessseesssess s 2p

b) Din punctul a) se obtine 9x2? + y = 3xy + 28. De aici avem y(3x — 1) = 9x2 — 28, adica
y = 9:;:18 € N.Deoarece 3x — 1| 9x2? — 28 i 3x — 1| 3x — 1 seobtine 3x — 1| 9x? —
3x si de aici 3x — 1| 3x — 28, deci 3x — 1] 27.
.............................................................................................................. 2p
Deoarece x este numarnatural 3x —1 € {—1,1,3,9,27}sideaici x = 0si y = 28...ueere. 2p

Problema 3.

2) AABM = AECM(L.U.L) = XABD = EMCE oooeoeeseseesssessesss s sesssssssssssssesssssssssssssssssssses 1p
AABD = AFBD(C.C) = <ABD = 4<DBF deCi<CBP = <BCP = PB = PC.crecerscrreriren 1p

b) Deoarece BC L AF,AD = DF rezulta ca BC este mediatoarea segmentului AF ............ 1p
Din M € BC avem AM = FM . Dar AM = ME deci in triunghiul AFE avem FM mediana si
FM = AM = ME deCiXAFE = 90° = XADM sideaiCiavem FE || BC. .eesseseseeeeeseeseens 3p
Triunghiul PBC este isoscel de baza BC , PM este mediana deci PM este mediatoarea
SEGIMENTUIUI B C oo sevveeesesesseeeesssssssssssesess ssssassssessssssessssssssssses e ssssassses s e sssasssssssessss e ssssssssssssssssssssasssssssssssessssssses 1p

15



COLEGIUL
NATIONAL
CAROL I
CRAIOVA.....

ClasaaVll-a
Problema 1.
X7 = 0 ©STE O SOIUTIE 8 ©CUATIEI. orvevreeereeeeresessssmsmssmsssssssssssssesssessssssssesseeeseessssssssssssssssssssssssssssssesssssssssesesesessssssssssssssssasssssssssanes 1p
Dacax > 0 rezulta0 < [x] < x si0 < {x} < 1,deci{x}- [x] < X < 2025X .occccccrerrerrrssssssrreerrrren 2p
Dacax < —1 rezultax — 1 < [x] < 0,echivalent0 < —[x] < 1 — xsi,cum0 < {x} < 1,avem
—{x} ' [x] <1—x,deundex — 1 < {x} - [x] = 2025x,imposibilpentru x < —1 ... corrrreeerrrrrrrurnns 2p
Daca—1 < x < 0,atunci[x] = —1, {x} = x + 1,iarecuatiadevine —x — 1 = 2025X..crrrrrrrrrrrrrr. 1p
X, = —ﬁ € (71,0) SOIUTIE crrrreeereeeereeeeeeeeeeeessssmsssssssssssssseesseees e e e esesssssesssssssssssss e e 4555455555 1p
Problema 2.
o o . o . 1 1 1 3
Daca adunam cele trei relatii obtinem -+ — By L A 1p
x y 2025
Fiez = max{x, y, z}. Rezulta + 31] + i = E AECIZ = 2025 eereeneeeesesssssssssssesesssssssssssssssssesssssss 2p
Presupunem caz > 2025 Rezultaz < M =2x —2y +- deC|y S A A 1p
AtunC| > - + 1ilo deC| > o= =2z —2x + de unde x > z,falSh..eeeeeeeee s 1p
z 2025 025
Deducem caz = 20258ix,y < 2025 ................................................................................................................................. 1p
1 2 . .
Atunci —25 <— + 5 = 2025 avem egalitate, deCi x = J = 2025 eeeeeeeevememsmmmssssssssssssssssssssssssssesssssesssssssees 1p
Problema 3.
A Consideram punctul P pe B’C’ astfel incat «PAD =
A LB C'SI APAE = IC'B' (") reeeeesssrrreeeessssssessesssssssssssssssssssssesss ip
Punctul P poate fi construit, decarece «<IB'C' + <IC'B' =
N | 5 = 180° — <B'IC’ = 180° — «BIC = %(qABC +
¢ g LACB) = 600 = ABAC coeeeseseeoeesesseesessesseesesses e 2p
£ P Din relatiile (*) rezulta ca patrulaterele PEC’'A si PDB’A
. 10| L g TSTe ] 0] (] o] L= 1p
‘ Atunci <PEA = ¥PC'A = «PB'I, deci patrulaterul BEPB’
LS (S 1 4 1ST0] ] 0] 1] o] OO RSOSSN 1p
*c  Analog patrulaterul CDPC’ este inScriptibil.......eeeeeee. 1p
B¢ Punctul P, situat pe dreapta B'C’, apartine cercurilor
CIrCUMSCHISE tHUNGNIUFIION BEB’ SI CD C’ oo eeeeeseeeeeenessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssesssessssssssssssssssssmsssssssssssssseses 1p
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Problema .

a+b+|a—b| _ a+b—|a-b| deci

a) Egalitatea max(a,b) = min(a,b) este echivalenta cu

la — b|] = 0, deunde ObtiNEM @ = Do ssssssssssssesens 22 .................. 1p
b) Fiemax(x3,3x — 2) — min(x3,3x — 2) = a € Z.Ecuatiadeving 2% + 27% = 2. 1p
Adica 2% + Zi = 2,echivalent22¢ —2 - 20 +1=0,(2% — 1)2 = 0,d€Ci @ = 0o 1p
Atuncimax(x3,3x — 2) = min(x3,3x — 2),dina) rezulta x3 = 3x — 2. 1p
X3 —x = 2% 4+ 2= 00(x% = 1) = 20X = 1) = Durscerreseerresssseermssseesessssesesssssssssssssesessssesssssssesssssseee 1p
(X = 1) (X2 4 X = 2) = Deoroseeeeeseseeeesssssesessssssssssssesessssesessssssesessssesessssessessssesssssseessssssesssssssossessssssesssssesssnses 1p
(x = 1)2(X 4+ 2) = 0,dECIX] = —2, X3 = 1 ooeeeessreeressseeessssssssesssssesssssssssssssssssssssssessssesesssssssssssseee 1p

Ecuatia x3 = 3x — 2 poate fi rezolvata in Z scriind-o sub forma x(x? — 3) = —2, de unde
rezulta ca x este undivizor al lui 2. VerificaAnd valorile —2, -1, 1, 2 gasimx; = —2,x, = 1.

Problema 2.

DlnteoremaIwCevaln ABCD cu cevienele concurente DM, BR', CS', — CR DS BM

R'D SB MC
Rezulta 2 f = \—, _deciR'S’ 2SRRI 24 ¢ |
RC S'B

= Ll Ap

Dinteoremalui Cevain AABC cu cevienele concurente CS, BR,AM,% . % . g—i 5 V. | o]
Rezultéd £ = =% deunde RS || BC .. O~ o

Astfel RS [ R S deciR, S, R'si S’ sunt coplanare asadar dreptele SS’siRR' sunt coplanare........1p

Problema 3.

Fie aq,a,, ..., 59,5 lungimile muchiilor celor 2025 de cuburi. Din ipoteza avem a3 + a3 + -+ +
a3o,s = 343m3,deci,pentrui € 1,2025,a} < 343 = 73m3, $ia; < 7 Muereeeeeeeecesscsseeeeeessesree e 2P

Atuncia? < 49 m?,decia’ < 49a; pentruorice i € 1,2025.. ceererneanes 2 o
Sumand relatile avem 49(a1 + a, + -+ azpes) > 343, deC| a; + a, + - + 025 > 7 ..................... 1p
Cum fiecare cub are 12 muchii, suma lungimilor tuturor muchiilor acestor cuburi este mai mare
(o [STor L A A . 7 1 2p
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Problema1.
Pentru n = 1,avem — + = 1, echivalent cu 2‘2& = —— deci a; - ay (2—0a;) =2 e 1p

a;-az ai-az
Termenii sirului sunt numere naturale, decia, |2 si 2 — a; # 0deundegasima, = 1si a, =.....2p
Folosim metoda inductiei matematice pentru a demonstra ca a,, = n, Vn € N*. Verificarea este

facuta. Presupunem ci a;, = k,Vk € 1,n si demonstram ci a,.,; = n + 1. Avem % + % + ot

an  _ yvn  kt1-1_ ( 1)__1
(n+1)' -_ k 1 (k+1)| Zk 1 k| (k+1)| -_ (n+1)' ................................................................................................. 2p
. 1 1
Prinurmare, 1 — e 1- e = 1- . ,deundereiesecaa, ;1 =N+ Lo 1p
Conform principiuluiinductieimatematice, @, = 1, VN € N .. eeessssssssssssssssssssssees 1p
Problema 2.

Conform principiului cutiei, doua dintre numerele a — 2,b — 2, ¢ — 2 au acelasi semn (sau sunt
egale cu 0). Datorita simetriei, fara a restrange generalitatea putem considera (a — 2)(b — 2) >

(0 eeeeeeeeeeseeeeessseesesssene s e R R 8 £ R8RSR £ 0£EREEREEEAEER 0 ERERR R 3p
Atunciab + 4 = 2a + 2b,deunde abc + 4¢ = 2aC 4 2DC, (1).cccrrmmsmrereeeesssseeeeeeeeesssssssssssssasssssssssses 1p
Pede altaparte, 2 4 4 = 4C, (2) . cceereessesssseesssssmsmssssssssmemssssssssmsmssssssssssssssssssssmmsssessssmssessssssesessns P
respectiva? + b? = 2ab, (3)... S | o
Adunand inegalitatile (1), (2), (3) obtlnem relatla Ceruta ...................................................................................... 1p
Problema 3.
o . . . . . AM AN
Notam Q mijlocul laturii BC, P mijlocul medianeidin 4, =X > O,C—N = P > Oecccreeeeeeeesssereessneeeens 1p
AtunciPA = —PQ = —%(ﬁ+ﬁ) .................................................................................................................................. 1p
PM = ——PA + ZPB = 2 PB — —PC oo 1p
1+x 1+x 2(14+x) 2(1+x)
PN = ——PA+ 2-PC = = ———PB + 2o PC o 1p
1+y 1+y 2(1+y) 2(1+y)
P € MN daCaSiNUMAI ACEAPM | PN oottt ettt 1p
PE si PC sunt nenuli si necoliniari, PM || PN daca sinumai daca 22(::) : (_2)(1”3’ ) —
1 2(1+y)
L) 2y 1p
Relatia anterioara este echivalenta, prin CalCUL, CU X 4 J = 2X Y .mmmmmmmensssssssens sevsesssssssssssssssssssssssssssssees 1p
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Problema .
a) AB:|ZA_ZB|:5 ....................................................................................................................................................... 1p

b) Notand M punctul de afix z relatia |z — 3i| + |z — 4| =5 se scrie AM + BM = 5. Deoarece

AB =5 se obtine ca M € (AB). Deoarece |z| este minim rezulta ca OM L
YV > S 3p
Deci OM = d(0,AB) = Oi';B =24 si Rez= 00_1\22 =144 iarsi Imz = %—1\: = 1,92 deci
DT N R K N S 3p
Problema 2.
Ecuatia este echivalentd cu log, x5+;23+2 —2=—(x—1)? adicd log, x5:i2+2 = —(x —

xS+x342

xo+x342 1( 3 1,1 C A . . . ..

Deoarece ——— =+ (x tx+5+ xz) aplicand inegalitatea mediilor obfinem ——— = 1siin
5 3

consecintilog, - :;” o | 3p
Deoarece —(x — 1)? < 0 gasimlog, xszz” =0 = —(x — 1)%,deciunicasolutieeste x = 1....2p
Problema 3.
Inlocuind x = 2inrelatia £(x3) = (f(x))3 obtinem (£(2))® = £(8) = f(4) = f(2) € (0, ). Deci
f(2) = 1. Sededuceca f(2™) = f(2) = 1,Vn € N, deCi f(22°2%) = L..eeeereessreeseeessersseresn 2p

Definim functia g : R - (0,), prin  g(x) = f(2¥), Vx € R. Avem ci g(x + 1) = f(2**!) =
f(2:2%) = f(2%) = g(x)sig(3x) = f(2%) = (f(2%))3 = (g(x))3,V x € (0,00). eeorreerrrrerrrrieen 2p

Se obtine ca f(**V2) = g (ﬁ) S (g (ﬁ))m =g (%) =g (2—15) Deoarece ¢(25) = 20 si

(3,25) =1, avem cd 32° =1 (mod 25), deci 3220—5_1= k € N si g(z—ls) =g(2—15+k) =g(32—2:) =
g3’ (%) De aicise obtine g (2—15) = ldecig (ﬁ) S 2p
DECH F(22025) — F(*7%V/2) = Detrsermsmesssssssmssmssssssssssessssssssssesssessesessssessssesese 1p
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Problema 1.
Pentrux « 3xinrelatiadinipoteza, obtinemca f(3x) f(9x) f (27x) = 33%* > 05si f(x) # 0 pentru

orice x € R,deundeavem caf](c( ;C) = 326% > (,(V)x € Rsidecif(33x) si f(x) au acelasi semn

PENIIU OFICE X € IR coeeeeeeeeetseeee s sssssessssssesssessssssssssssssessssssesssssssessssssess ass s s e s AR AR SRR AR AR R R R SR RR S SRR 1ip
Prininductie matematica obtinem ca f (33™x) si f (x) au acelasi semn pentru orice x € R siorice
n € N*, iar pentru x « 373"x avemca f(373"x) si f (x) au acelasi semn pentru orice x € R siorice

Presupunem caexista x, € Rastfelincat f(x,) < 0 = f(373"x) < 0pentruoricen € N* (1)
Dinrelatia dinipoteza avem ca nu toate valorile f (x,), f (3x,), f (9x,) pot finegative. Fie

f(3x,) > 0.

(Cazulincare f(9x,) > 0 setrateaza analog). Atuncisi f (373"*1x) > O pentruoricen € N* (2)
Deoarece f este continuain punctul x, = 0, dinrelatiile (1) si (2) avem ca

lim,, e f(373"x) = lim,,_,0, f(373"1x) = £(0),insé lim,_,,, f(373"x) < 0si

lim,,_,., f(373™*1x) > 0 = f(0) = 0 ceeaceestefals. Deci, f (x) > 0 pentruorice x € R...... 2p
Fiefunctiag: R - R, g(x) = logs f(x) — x = g estecontinuainxy, = 0,9(0) = 0 eeeerrrerrrrrrrrreres 1p
Deoarece f(33x) = 326*f(x) pentruorice x € R= g(33x) = g(x) pentruorice x € R si prininductie
matematica obtinemca g(373"x) = g(x) pentruorice x € RSIONCEN € N¥.....ooormmsresmsmsmssssssssssssssssssns oo 1p
Deoarece g este continuainx, = 0= g(x) = lim,_,. g(373"x) = g(0) = 0sideci, f(x) = 3% errrrrus ip
Problema 2.

1 (sink 4cosVk
Fiesirula, = 17, (sm + cos E) neN"=aq, = elnnk:l(S‘nn2+C°Sn)

k vk
R e N ip
idera iaf:(0,0) - x) = In(sinx + cosvx
Consideram functia f: (0, R, | + V)=
In(sin x+cosvx) . _. _ .
iy _ (i [REInX+COSVE) _ (o Sinxrcos V-1 (sinx+cosvx—1) _ i SRxtcosVR-1_ 41 _ 1 2p
x>0 X x-0 X x—-0 X x—-0 X 2 2
x>0 X>0 x>0
f) _

Fie € > 0. Deoarece limyx—o—=
x>0 X

|< e=C—ox < f(x)< (—+e)x 1)

== eX|sta &, > 0 astfel incit pentru orice x € (0,d,) sa avem
f(X)

Deoareoen - 0,existan, > 1 astfelincit 0 <3 ~< bg,oricarearfin > n,.

. k . P —
Pentruoricen > n,,avem0 < = < 1< O PENLIUONICE K = 1, T woeeererreeeeeesssssesssnsesssssssssssssseesssessssssssns 1p
n n
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Folosind relatia (1) pentru x = obtlnem ca (— - e) — < f(—) < ( + e) - = (— — &) Xr=1 = k<

k k=12 1 . Yi=1f 1
Y1 f 5 )<(+g)zk12 %—qunmnw";—(g):; ................................ 2p
k=132 k=132

k (n+1) 1 k 1 - 1
Deoarece llm D=1 == 711_>oon2nn2 = obtlnem ca hm Yr=1f (ﬁ) = Z.DeCI,llmn_,c>0 a, = es.
............................................................................................................................................................................................................... 1p
Problema 3.
FieC = AB — BA.AvemcaC? = C-C* = det(C) - I,,41 = (detC)? = (det C)*™ ..o 1p
DacadetC # 0 = (det()?™ ! = 1sicumdetC ER = detC = 1 = (C? = I,,,, deunderezulta
cavalorile proprii ale matricei C verificarelatiaA? = 1, deci pot fi1Sau — 1. .eeeceeeeeeeeesseeeesseeeesnee 2p
Deducem ca tr(C) este numar impar, ceea ce este fals deoarece trC = tr(AB — BA) = 0. Deci,
Lo L o O T rrppgeeeesseeasesaenesesssasesssenes 1p

detC = 0 = rang(C) < 2n.

Daca rang(C) = 2n, atunci din relatia Sylvester avem ca 0 =rang(C-C*) =rang(C) +
rang(C*) —2n—1=rang(C*) < 1.

Dacéa rang(C) < 2n — 1, atunci toti minorii de ordinul 2n ai matricei C sunt nuli si deci, C* =

097141 = TANG(C™) = 0. oo ssssesssessssssssssessssssssssssssssssssssssssss s sssssssssssssssssssssssssessssssssssssssssssssssssss s ssssssssses 2p
Deci rang(C*) <1 = rang(C) < 1 = toti minorii de ordinul 2n ai matricei C sunt nuli si deci,
(o N - B - N 1p
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