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DE MATEMATICA
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Editia 1, Craiova, 23 martie 2024

CLASA A VII-A

Problema 1. Fie m,n,p trei numere naturale nenule si consideram numerele
m' = (m,np), n’ = (n,mp) si p’ = (p,mn), unde (a,b) este cel mai mare divizor
comun al numerelor a si b. Sa se arate ca ecuatia z™ + y" = 2P are solutii in
multimea numerelor naturale nenule daci si numai daca ecuatia 2™ +y" = 2’

are solutii in multimea numerelor naturale nenule.

Luminita Popescu
Craiova

Barem de corectare. Implicatia directa este simpla. Intr-adevar daca (a,b,c)
este o solutie a ecuatiei ™ + y* = 2P, atunci z = aw', y = bw, 2 = cv este o
solutie a ecuatiei 2™ + 3" = 2.

Fie acum (a, b, ¢) o solutie a ecuatiei 2™ + y* = z¢'. Inmultind egalitatea

/

/ /
a™ +b" =
cu a""Pp'mPcv™" unde u, v, w sunt numere naturale, obtinem:
am/Jrunpbvmprmn + bn’+vmpaunpcwmn _ Cp/ermnaunpb'ump (1]

Daca gasim numerele naturale u,v,w astfel incat m’ + unp = 0 (mod m), n’ +
vmp =0 (mod n) si p’ +wmn =0 (mod p), atunci egalitatea (1) devine

p
'm/+unp m n/+’ump n p/+wmn
(aim bvpcum> + (biﬂ aupcwm) — (e »  gipvm :

cu alte cuvinte ecuatia ™ +y" = 2P are solutii in multimea numerelor naturale
nenule.
Prin impartire la m’ congruenta m’ + unp = 0 (mod m) este echivalenta cu

1+u-n—1350 (mod m,) (2)
m m
Cum m’ = (m,np), deducem ca (7, -5) = 1 deci congruenta (2) are solutii.

Acelasi argument merge si pentru celelalte doua congruente, ceea ce incheie
demonstratia.
O
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Problema 2. Sa se arate ca numarul:

2024 n 2023 n 2022 T 1013
1 2 3 1012’
este par, unde |z| reprezinta partea intreagda a numarului z.

dkekk

Barem de corectare. Avem ca:

2024 |2023|  |2022| [1013) _ |2025]  |2025| |2025) o
1 2 3 SR TP ) N 2 1012
2025 2025 2025

= == S [ 2] =202

[ [

Ramane sa aratam ca N := |225] 4 |[2925| 4 4 | 22| este impar.

Pentru fiecare 1 <i < 2025, fie M; multimea multiplilor nenuli ai lui 7, mai mici
sau egali cu 2025. Atunci cardinalul lui M; este egal cu |22

Se observa ca fiecare numar 1 < n < 2025 apare in exact 7(n) dintre multimile
My, My, ..., Myyos, unde 7(n) este numarul divizorilor lui n.

Stim ca numerele 7(n) sunt pare, cu exceptia patratelor perfecte, deci 7(n) este
par cu exceptia numerelor 12,22, ..., 452,

Cum N este suma cardinalelor multimilor M;, Ms, ..., Msy,s5, inseamna ca N este
cardinalul reuniunii disjuncte a acestor multimi. In plus, fiecare element n
din reuniunea M; UM, U...U Myps = {1,2,...,2025} apare in reuniunea disjuncta
de 7(n) ori, astfel ca:

N =71(1)+7(2) + ... + 7(2025).

Aplicand observatia anterioara, N are aceeasi paritate ca si 45, deci este impar.
O
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Problema 3. Fie M un punct pe segmentul BC' al triunghiului ABC. Cercul
circumscris triunghiului ABM intersecteaza segmentul AC intr-un punct N
diferit de A. Se construieste cercul ce trece prin punctele A, N si este tangent
la segmentul BC' in P. Sa se arate ca {BAP = £PNM.

dekeck

Barem de corectare. Folosind puterea punctului C fata de cercul tangent la
segmentul BC avem ca: CP? = CN - CA. Pe de alta parte, puterea punctului C
fata de cercul circumscris triunghiului ABM ne da: CN - CA = CM - CB. Din
cele doua egalitati se obtine: CP? = CM - CB (1).

Construim paralela PQ la M N, unde () apartine segmentului AN. Din par-
alelism deducem ca {PNM = £QPN (2).

In plus, obtinem si ca g—g = CO—]\]f Egalitatea (1) se rescrie sub forma —(é]\]f =
%, astfel ca g—g = g—g Am obtinut ca PN || BQ.

Din PN || BQ se deduce ca {QPN = £BQP, care impreuna cu (2) ne da ca
APNM = £BQP.
Pentru a incheia demonstratia, ramane sa aratam ca { BAP = £BQP. Pentru
aceasta este suficient sa observam ca patrulaterul ABP(Q este inscriptibil. Din
PQ || NM avem ca LAQP = £ ANM. In plus, L ABC + £ ANM = 180° pentru ca
ABM N este inscriptibil. Se obtine ca L ABC + £ AQP = 180°, adica patrulaterul
ABPQ este inscriptibil.

O
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Problema 4. Pentru multimea M formata din n > 3 puncte din plan nu-
mim drum o linie franta A;A,... A,, cu proprietatea ca M = {A;, As,..., A,}
si definim lungimea lui ca fiind suma A4, + A2 A3 + ... + A,_1A,. Spunem de-
spre multimea M ca este drum-unicata daca orice doua drumuri distincte au
lungimi distincte si ca este segment-unicata daca orice doua segmente nede-
generate distincte cu capetele in puncte din M au lungimi distincte. Determi-
nati numerele naturale n > 3 in fiecare dintre cazurile:

a) orice multime M de n puncte din plan segment-unicata este drum-unicata.
b) orice multime M de n puncte din plan drum-unicata este segment-unicata.

(liniile frante nu sunt orientate, astfel ca A, A, ... A, este aceeasicu A, A, _1...A)

Cristi Savescu
Cluyj-Napoca

Barem de corectare. a) Daca n = 3, atunci fie M = {A, B,C}, astfel ca seg-
mentele nedegenerate posibile cu capetele in M sunt AB, BC' si CA. Drumurile
vor avea lungimile AB + BC, BC' + CA si CA+ AB, iar din faptul ca AB, BC,C'A
sunt distincte ne rezulta ca si drumurile au lungimi distincte.

Asadar, n =3 verifica. ....... ... i e 1 punct
Pentru n = 4, consideram de exemplu multimea M formata din punctele A,
B, C, D cu A, B, C coliniare (in aceasta ordine) cu AB = 1, BC = 3, iar D
pe perpendiculara in A pe AC cu AD = 2. Atunci, AB =1, BC = 3, AC = 4,
AD =2, BD = /5, CD = 2v/5, iar drumurile DBAC si ADBC au lungimi egale:
DB+ BA+ AC =5++/5si AD+ DB+ BC =5+ /5.

Asadar, n = 4 nu verifica.

Pentru orice n > 5, adaugam inductiv configuratiei pentru n — 1 puncte un
punct nou care sa nu fie situat pe nicio mediatoare a segmentelor determi-
nate de cele n — 1 puncte (procesul inductiv incepe cu configuratia de mai sus
pentru n = 4). Atunci acesta nu va fi egal departat de doua puncte din con-
figuratia precedenta, deci noua configuratie este segment-unicata. Drumurile
DBACX 1 X5...X,,_4si ADBCXX;...X,_, sunt distincte, dar de lungimi egale,
deci configuratia nu este drum unicata.

Asadar, niciun n > 5 nu verifica.

Concluzionam ca doar n = 3 verifica.

b) Pentru n = 3, fie M = {A, B, C'}. Presupunem ca doua segmente nedegen-
erate distincte cu capetele in M ar avea lungimi egale, de exemplu AB = AC.
Atunci drumurile BCA si CBA au lungimi egale, ceea ce reprezinta o con-
tradictie.

L i
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Asadar, n = 3 verifica.

Daca n = 4, fie M = {A, B,C,D}. Analog cu cazul precendent, daca AB =
AC, atunci drumurile BCAD si CBAD au lungimi egale, ceea ce contrazice
ipoteza. Daca avem AB = CD, atunci drumurile CBAD si ADCB au lungimi
egale; am obtinut din nou o contradictie.

Asadar, n = 4 verifica.

Dacan > 5, atunci scriem pe M ca reuniunea disjuncta M = {A, B,C, D}UL,
unde LN {A,B,C,D} = (). Fie { un drum oarecare pentru L. Analog cu cazul
precendent, daca AB = AC, consideram drumurile BCAD/? si CBAD{ care au
lungimi egale. Daca AB = CD, atunci drumurile CBA/(D si A(DCB au lungimi
egale.

Asadar, orice n > 5 verifica.

In concluzie, orice n > 3 este o solutie.
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CLASA A VIII-a

(1+2)(1+y)(1+ay)

(1+22)(1+y?)
a) cea mai mare valoare pe care o poate lua E(z,y) cand z,y € R;

Problema 1. Fie E(x,y) =

. Determinati:

Olimpiada Ucraina

b) cea mai mica valoare pe care o poate lua E(z,y) cand z,y € R.
Dorel Mihet
Timisoara

Barem de corectare. a) Folosind inegalitatea lui Cauchy-Buniakowski, inegali-
tatea mediilor sau formarea de patrate se demonstreaza ca

(1+2y)* < (1+2)(1+y?) (1),
oricare ar fi x,y € R.

(De exemplu, folosind C-B-S, (1+z)?=(1-1+1-2)? < (1+1)(1+2?) = 2(1 + 2?)).
Similar putem demonstra inegalitatile:

(1+z)* <2(1+ 2% (2)
si

(1+y)? <2(1+4%) (3)
Inmultind membru cu membru inegalitatile (1) — (3) se obtine inegalitatea

E(z,y)* <4, deci E(z,y) < 2.
Cum FE(1,1) =2, cea mai mare valoare pe care o poate lua E(z,y) este 2.

b) Vom demonstra ca E(z,y) > —1, oricare ar fi z,y € R.
Intr-adevar, inegalitatea este echivalenta cu
2(1 + 2y)? + 4(1 + 2y) (2 + y) + (x + y)* — 22y + 1 + 2°y* > 0,
adica
21 +a2y) +z+y)* + (1 —zy)* >0,
ultima inegalitate fiind evident adevarata.
Egalitatea se obtine daca cele doua patrate sunt nule. Aceste conditii conduc
lazy=1siz+y=—4, adici z = —-2++/3siy=—27T+3. Se observa ci pentru
1

aceste valori E(x,y) = —.

]

f_ﬁ]_ Mg ERUL o NATIOWAL, titiecacncro
it g ELLMIATIELD . Em :. - WWW.CTIC.IO



CONCURSUL | - _
DE MATEMATICA
TITEICA

Editia 1, Craiova, 23 martie 2024

Problema 2. Fie ABCD un tetraedru pentru care BA 1 AC, DB 1 (BAC) si
AC # BD. Notam cu O mijlocul segmentului AB si K piciorul perpendicularei
din O pe DC. Demonstrati ca

Vikoac _ AC
Vkosp  BD

daca si numai daca
2AC - BD = AB>.

Olimpiada Vietnam

Barem de corectare. Deoarece DO si CO sunt mediane in triunghiurile DBA,

respectiv CBA, avem ca [[(%‘g]] = [[Qgg}], unde am folosit paranteze drepte pentru

a nota aria triunghiurilor respective.

D

Sa observam ca

Vioac  [OAC]-d(K,(OAC))  [ABC]-d(K,(ABC)) Viapc  d(C,(KAB)

Vikosp |OBD]-d(K,(OAD)) [ABD]-d(K,(ADB)) Vgapp d(D,(KAB))

Folosind asemanarea triunghiurilor, se arata ca ultimul raport este egal cu

KC :
%D deci

Vikoac _ KC
Vkosp KD’

Evident

KC+ KD =CD (1)



3

Folosind teorema lui Pitagora in triunghiurile dreptunghice OKC si OKD

aflam KC? — KD? = OC? — OD?, de unde

0C? —0D?
CD

KC—-KD =

(2)

Acum folosind teorema lui Pitagora in triunghiurile OAC si OBD, se observa

0C? - OD* = AC* — BD?

Din (1), (2) si (3) deducem

BD?—AC?

1
2
_ 2_Ac?\
KD =4 (CD+ B
si deci
Vikoac o KC B CD? — BD? +A02 2A02+A32

Vkosp KD — CD?>+ BD?— AC?> 2BD?+ AB?*
Pentru ultima egalitate am folosit teorema lui Pitagora in triunghiul BCD.

Din (4), observam ca
Vikoac  AC

Vkopp  BD

daca si numai daca
BD(2AC? + AB*) = AC(2BD? + AB?).
Ultima egalitate este echivalenta cu
(AC — BD) - (2AC - BD — AB?) =0

si tinand cont de AC # BD, rezulta concluzia.

" COLEGRL
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Problema 3. Se stie ca exista k € N* astfel incat numarul 3 g...q 20943 este prim.
kdea

Aflati cifra a.

Dorel Mihet
Timisoara

Barem de corectare. Deoarece n = 3a...a 20943 nu se divide cu 3, cifra a este
kdea

diferita de O, 3, 6, 9, deci poate fi doar 1, 2, 4, 5, 7, 8.
Fie aj, := 34...020043, k= 0,1, ....

k

Sa observam ca ag = 320943 =3-7-17-29 - 31.

Diferenta dintre a;,; i a; este 3a...q 20943 — 3 a...q.20943 = (3a — 3) - 10%+5,
=~ =~

k+1 k
deci
apy1 — Ao = (a1 — ax) + (ax — ax—1) + ... + (a2 — a1) + (a1 — ag) =
= (3a — 3)(10**® 4 10" + .. +-10°).
Rezulta ca

ape1 = (3a — 3)(10F° + 105 + .. 4 10°) + 329043 = (3a — 3) - A+3-7-17-29- 31,

unde A = 105t% + 104 + ... + 10°.

Daca a = 1, atunci 3a — 3 = 28 se divide cu 7, deci a;,; se divide cu 7 oricare ar
fikeN.

Daca a = 2, atunci 3a — 3 = 29, deci a;,, se divide cu 29 oricare ar fi k € N.
Daca a = 4 atunci 3a — 3 = 31, deci a;,, se divide cu 31 oricare ar fi k € N.
Daca a = 7 atunci 3a — 3 = 34 se divide cu 17, deci a;,, se divide cu 17 oricare
ar fi k € N.

Daca a = 8 atunci 3a — 3 = 35 se divide cu 7, deci a;.; se divide cu 7 oricare ar
fikeN.

Asadar pentru a # 5 numerele 3 @a..q 20943 sunt compuse oricare ar fi £ € N.

k
Stim din ipoteza ca exista cifre a pentru care a; este prim, deci a = 5.

Observatie. Numarul 3555555520943 (7 cifre de 5) este cel mai mic numar
prim de aceasta forma. O
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Problema 4. Spunem ca un numar natural n este ,joli" daca este medie arit-
metica a doua sau mai multor puteri (nu neaparat distincte) ale numarului 2 si
"superjoli" daca este medie aritmetica a doua sau mai multor puteri distincte
ale numarului 2.
: . g 20 +22+1
De exemplu numerele 7 si 92 sunt superjoli, pentru ca 7 = — 5

28 4 24 4 22
92 = e .
a) Demonstrati ca orice numar natural nenul este joli.
b) Demonstrati ca nicio putere a lui 2 nu este superjoli.
c) Aflati cel mai mic numar natural nenul, diferit de o putere a lui 2, care
nu este superjoli.

Olimpiada Franta

Barem de corectare. a) Numarul 1 este, in mod evident, joli.

Fie n > 1 un numar natural oarecare. El se afla intre doua puteri consecutive
ale lui 2, adica exista unic ¥ € N* cu proprietatea ca 2¥ < n < 2! — 1. Daca
n=2kF+ s(0<s< ok 1), atunci n se poate scrie ca o suma de ok puteri ale lui
2, dupa cum urmeaza:

n=2+2+...+2+1+1+...+1

s termeni 2k —s termeni

si atunci

1
n=ogp |22 22 420

Vv Vv
s termeni 2k _s termeni

deci n este joli.

Solutie alternativa a). Daca n = — - (2% + ... + 2%), atunci

| =

1
n+l=—-2+. . . +2% +1+ .. +1)= =29 4 429t L 24 . 42).

k k

| =

Deci daca n este joli, atunci si n + 1 este joli. De aici rezulta ca dacam > 1 ar fi

un numar care nu este joli atunci nici m — 1 nu ar joli, deci nici m — 2, ..., nici
0 20

1 nu ar fi joli. Insa 1 = este joli, absurd.

Asadar nu exista numere numerele naturale nenule care sa nu fie joli.



b) Daca pentru n > 1, putem scrie

2% 2

2n
k Y

unde o; < ... < o4 sunt numere naturale distincte, atunci din paritate rezulta
caag >1si
2l 2l
= p .
Asadar, daca 2" este superjoli atunci si 2" este superjoli, si cum 1 nu e su-
perjoli, nicio putere a lui 2 nu este superjoli.

c) Saobservam ca 3 = (2+22)/2, 5 = (2+2%)/2, 6 = (2242%)/2, 7 = (1+22+2%)/3,
9=(2+2%/2,10=(22+2%)/2, 11 = (25 4+2* + 22 + 2+ 1)/5 si 12 = (2* + 2%) /2.

Vom arata ca 13 nu admite o astfel de scriere.

2TL71

Sa presupunem ca exista £ € N* si numerele «4,...,q; € N, distincte, astfel
incat 1
13:E(20‘1+...+2%).
Atunci - i
14+24+... - —
135 12 2 2 17
k k
deci
13k + 1> 2 (3)
Aratam ca pentru k£ > 7, nu poate avea loc inegalitatea (3).
Pentru aceasta notam a; = % si observam ca a;,; < a; pentru orice k € N*
92

(aceasta inegalitate este echivalenta cu 13k > 12(k € N*)) si cum a; = 198 <1

toate numerele a;, cu £ > 7 (fiind mai mici decat a;) sunt subunitare, adica
13k + 1 < 2* pentru orice k > 7.
(Inegalitatea 13k + 1 < 2F pentru k > 7 se poate demonstra si prin inductie)
Pentru k = 1,2, ..., 6 scriem numerele 13-k in baza 2 si observam ca nici unul nu
are numarul de termeni egal cu valoarea lui k: 1-13 = 20422423, 2.13 = 21423424,
3-13=2°4+22424+1,4-13=254+244+22,5-13=204296-13 =20 423 + 22 1+ 2
De aici rezulta concluzia.

Il
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CLASA A IX-A

Problema 1. Fie a; € R cu 0 < a; < 1. Definim prin recurenta sirul de numere
reale a,,1 = 3a, — 4a§’;, pentru orice n > 1.

a) Aratati ca pentru orice n avem |a,| < 1.
b) Aratati ca pentru orice k£ > 2 putem alege termenul initial a; € (0, 1) astfel
incat a,,, = a, pentru orice n > 1.

Sergiu Moroianu
Bucuresti

Barem de corectare. Avem ca:

3a—4a® <1 <= (a+1)(2a — 1)
3a—4a® > —1 <= (a—1)(2a+ 1)

Deducem ca, daca |a| < 1 atunci |3a — 4a®| < 1.

Prin inductie dupa n rezulta ca |a,| < 1 pentru orice n.

Observam ca daca a, = sint,, atunci a,,; = sin(3t,), deci prin inductie dupa &
se obtine ca a,), = sin (3",,).

Pentru k > 2 fixat, ciutam ¢, = arcsin(a;) € (0, 7/2) astfel incat 3*¢, = ¢,, (mod 27)
pentru orice n > 1. Echivalent, vrem 3"71(3* — 1)t; = 0 (mod 27). Alegem t, =

21 T oW 2
ity < § sia; = sin(57%5).

]
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Problema 2. Fie triunghiul echilateral ABC si M,N € (BC), P,Q € (CA) si
R,S € (AB) astfel incat MN = PQ = RS si M € (BN),P € (CQ),R € (AS).
Aratati ca exista trei puncte necoliniare in interiorul hexagonului M N PQRS
care au aceeasi suma a distantelor la laturile acestuia daca si numai daca
ARQ, BMS si CPN sunt triunghiuri congruente.

Vasile Pop
Cluj-Napoca

Barem de corectare. Aratam mai intai ca exista trei puncte necoliniare in in-
teriorul hexagonului M NPQRS care au aceeasi suma a distantelor la laturile
acestuia daca si numai daca triunghiul determinat de prelungirile segmentelor
NP,QR si SM este echilateral.

Suma distatelor de la orice punct X interior hexagonului M NPQRS la la-
turile acestuia este suma px a distantelor de la X la laturile triunghiului ABC
plus suma sx a distantelor de la X la NP, QR respectiv SM. Cum px este
constanta (se deduce din indentitatea [ABC| = [XAB] + [XBC] + [XCA], unde
[ABC] reprezinta aria triunghiului ABC etc.), atunci exista trei puncte necol-
iniare X,Y si Z in interiorul hexagonului M NPQRS care au aceeasi suma a
distantelor la laturile acestuia daca si numai daca sy = sy = syz.

Consideram versorii o7, 73, v; perpendiculari pe laturile NP, QR, respectiv
SM. Atunci, din calcul avem

d(X,NP) = XN -sin({(XNP)= XN -cos(r/2 — LXNP)
— W-XN =3(X0 +ON),

unde O este un plﬂgt fixat. Deducem ca sx = d(X, NP)+d(X,QR)+d(X,SM) =
)@ZUE + Zv_f -ON, iar sx = sy = s, este echivalent cu

X0y @ -V0Y @20y % ()

Daca v = ) FZ nu este nul, deducem ca (1) este echivalenta cu XY 1 v si
X7 1 v,adica X,Y, Z coliniare, ceea contrazice ipoteza. Asadar, exista cele trei
puncte cu proprietatea de mai sus daca si numai daca v =0 (2). Cum |v7-| =1,
pentru orice i = 1,2, 3, acesti trei vectori sunt pe directii care fac 120° doua cate
doua. Deducem ca (2) este echivalent cu faptul ca triunghiul determinat de
prelungirile segmentelor NP, QR si SM este echilateral.

Aratam acum ca triunghiul determinat de prelungirile segmentelor NP, QR si
SM este echilateral daca si numai daca ARQ, BMS si CPN sunt triunghiuri
congruente.



3

Cum > MN =0si MN—H%—H@ =0,avemca N +Cﬁ+5—]\>4 = 0. Deducem
atunci ca vectorii din ultima suma determina un triunghi echilateral, adica
NP = QR = SM. Se obtine imediat ca cele 3 triunghiuri sunt congruente
(U.L.U.).

Pentru cealalta implicatie, fie MSNNP ={U}, NPNRQ ={V}, RQNMS =
{W}. Atunci, L{UMN = £{BMS = {NPC si L{MNU = £LPNC, deci

m(LNMU) +m(£MNU) = m(£NPC) + m({PNC) = 120°,

adica m(LWUV) = 60°. Analog se arata ca si celelalte unghiuri au 60°, deci
triunghiul UVW este echilateral.

Observatie: Existenta celor 3 puncte necoliniare din interiorul lui M NPQRS
cu suma distantelor la laturile sale constanta implica, asa cum arata prob-
lema curenta, ca ARQ, BMS si CPN sunt triunghiuri congruente. Atunci
dreptele NP, QR, SM determina un triunghi echilateral, deci pentru orice X €
Int(MNPQRS), suma sx este constanta. Asadar, este suficient ca 3 puncte
necoliniare sa aiba suma distantelor la laturile sale constanta ca toate punctele
interioare hexagonului M N PQRS sa aiba aceasta proprietate. [
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Problema 3. Fie a,b,¢,d € R cu proprietatea ca, pentru orice z € (—1,1), avem
(22 +ax +0) - |2° +cx +d] = |2° + ax +b] - (2® + cx + d),

unde |z| reprezinta partea intreaga a numarului real z. Aratati ca a = ¢ si
b=d.

Cristi Savescu
Cluyj-Napoca

Barem de corectare. Fie functiile f,g: R — R definite prin f(z) = 2® + az + b si
g(x) = 2>+ cx + d.

Caz 1. | f(x)] = 0 pentru orice x € (—1,1).
Aratam mai intai si ca |g(z)| = 0 pentru orice z € (—1,1). Altfel, exista un
interval (s,t) C (—1,1) astfel incat |g(x)| = n # 0 pentru orice = € (s,t) (se
poate deduce acest lucru folosind graficul functiei de gradul doi sau studiind
intervalele de monotonie ale acesteia). Atunci n - f(z) =0, deci f(z) = 0 pentru
orice x € (s,t), ceea ce conduce la o contradictie.
In cazul in care | f(z)| = |g(z)] = 0 pentru orice x € (—1,1), egalitatea din enunt
devine triviala. In acest caz vom demonstra ca f(z) = g(z) = 2°.
Avem ca f : (—1,1) — [0,1). Deducem ca |f(x) — f(y)| < 1 pentru orice z,y €
(—1,1). Avem ca |f(x)— f(y)| = |t —y| - |r+y+a|. Fiey € (=1,0), atunciz = y+1 €
(0,1). Obtinem |2y + a + 1] < 1 pentru orice y € (—1,0). In particular |a| < 1.
(putem pune y = —3).
Daca a > 0, alegem y € (—3,0) C
Daca a < 0, alegem y € (—1,—
tradictie. Astfel obtinem ca a = 0.

—1,0), care conduce la contradictie.

% C (-1,0), conducand din nou la o con-

N/~

Avem ca 0 < 22 +b < 1 Vo € (—1,1). Pentru » = 0 obtinem ca 0 < b < 1. Daca
b >0, alegem z € (v/1—10,1) C (0,1), de unde deducem o contradictie si astfel
putem afirma ca b = 0. Am obtinut ca f(z) = z%. Analog se arata ca g(x) = x°.
Caz 2. Exista zy € (—1,1) astfel incat | f(zo)] =n # 0.

Atunci exista un interval (s,t) € (—1,1) astfel incat | f(z)| = n pentru orice
x € (s,t). Cu siguranta, |g(z)| nu este identic 0 pe intervalul (s,t), altfel din
relatia din enunt am obtine ca n - g(z) = 0, adica g(z) = 0 Vz € (s,t), ceea ce ar
duce la o contradictie. Asadar, putem gasi un subinterval (u,v) C (s,t) astfel
incat |g(x)| = m # 0 pentru orice x € (u,v).

Relatia din enunt devine:
m - f(z) =n-g(z)



5

pentru orice z € (u,v). De unde deducemcam=n#0, m-a=n-csim-b=n-d,
astfelcaa=csib=d.
O
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Problema 4. O factorizare a unui numar natural consta in scrierea acestuia
ca produs de numere naturale strict mai mari ca 1. Doua factorizari sunt
considerate esential egale daca difera doar prin ordinea factorilor. De exemplu,
18 are exact 4 factorizari esential diferite: 18, 2-9, 3-6 si 2-3-3. Pentru un
numar natural nenul » notam cu f(n) numarul de factorizari esential diferite
ale lui n. In exemplul de mai sus f(18) = 4. Prin conventie, punem f(1) = 1.
Sa se arate ca:

f(n) <n,

pentru orice numar natural nenul n.

X 3k ok
Barem de corectare. Avem nevoie de urmatoarea lema:
Pentru orice numar natural n > 2
1

§ E <q,

din
unde q este cel mai mare numar prim care il divide pe n.
Intr-adevar, daca n = p{" - ... - pi* este descompunerea in factori primi a lui n cu

p1 < ... < pp, atunci avem:

a+1 1

St I <M== -1

djm i=1 j= opz i=1 i=1 b i1 PiT

a; E]l— —1 k k

Cum p; > p;_; + 1 pentru toti i € 1,k (punem p, = 1), obtinem ca:

k
Di
Zd<sz—1 Epi—1 — e

ceea ce incheie demonstratia lemei.

Trecem acum sa demonstram problema prin inductie dupa n. Pentru n = 2
se verifica imediat ca f(2) = 1 < 2. Presupunem ca afirmatia din enunt este
adevarata pentru toate numerele naturale mai mici sau egale cu n — 1 si o
demonstram pentru n. Fie n = p{* - ... - p/* descompunerea in factori primi a lui
n, astfel incat p; < ... < py.

Distingem doua cazuri:



CazulI: o, = 1

Daca k = 1, atunci n este un numar prim si f(n) =1 < n.

Daca k > 2, atunci orice factorizare a lui n are exact un factor divizibil cu
pr, deci daca notam cu n* = pﬂk atunci avem ca:

) =3 s < Y <y <

din* d|n* d|n*
unde in penultima inegalitate am aplicat lema de mai sus.

Cazul II: oy, > 1

In acest caz, fie n* := ﬂk - ¢, unde ¢ este orice numar prim cu g > p,. Atunci,
orice factorizare n = d;-...-d,, cu d; cel mai mare factor divizibil cu p,, da nastere
urmatoarei factorizari a lui n*:

dy
Pk
Este clar ca factorizari esential diferite ale lui n» dau nastere la factorizari es-
ential diferite ale lui n*, astfel ca f(n) < f(n*). Ca in cazul precedent, notam

cum:="% == <n slavem:
q Pk

n* = (—q)-dqg-..ds.

N m 1
fo) S ) =D f(E) SmY S <mep=n,
dlm dlm
unde in ultima inegalitate am aplicat inca o data lema de mai sus. Aceasta

incheie inductia si demonstratia problemei.
O
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CLASA A X-A

Problema 1. Fien > 3 si A = {1,2,...,n}. Pentru orice f : A — A, definim
mult{imea

Ap =) = F@LIFE) = FG - (0= 1) = ()], [f(n) = FD]}-

Determinati cea mai mica, respectiv cea mai mare valoare pe care o poate lua
cardinalul mul{imii A;, cand f parcurge familia functiilor bijective definite pe
A cu valori in A.

Silviu Cristea
Clyj-Napoca

Barem de corectare. Fie f : A — A o bijectie. Atunci exista i € {1,2,...,n}
pentru care f(i) = 1, iar din injectivitate, valorile |f(i+ 1) — f(i)| si |f(i—1) — f(i)]
sunt diferite (argumentele sunt luate modulo n). Atunci |A;| > 2.

Daca f este functia identica, atunci |Af| = 2.

Fie f: A — A o bijectie, atunci 1 < |f(i) — f(j)] <n — 1, pentru orice i # j.
Avem ca Ay C {1,2,...,n— 1}, deci |Af| <n— 1.

Daca f(1), f(2),..., f(n) sunt 1,n,2,n —1,3,n —2,..., observam ca

Ar=A{1,2,...,n—1},

deci |A¢| = n — 1. Atunci, valorile cerute sunt 2 si n — 1.
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Problema 2. Fie a,b,c > 1. Rezolvati in R ecuatia log, ,(a”+b) = log,((b+c¢)* —c).

Mihai Opincariu
Brad

Barem de corectare. Notam cu t = log,,,(a” + b) = log,((b+ ¢)* — ¢). Atunci avem
relatiile

(a+bf=a"+0b (1)
si

b+c=(b+c) (2)

xT 1 X
Daca x > t, atunci din (1) avem a” +b < (a+b)", sau e +b <1
a-+b a+b

x 1 xT
Functia f(z) = ¢ +5b este strict descrescatoare, deci = > 1
a+b a+b

Analog, folosind (2), obtinem z < 1, deci avem doar solutia =z = 1
Cazul z <t se trateaza analog. Singura solutie este atunci z = 1

. I I Coecan. titieca.cncro
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Problema 3. Fie n > 2 un numar natural par. Determinati cel mai mare numar
natural natural m > 2"? + 1 cu proprietatea ca exista m submultimi distincte
ale multimii {1,2,...,n}, oricare 2”2 + 1 dintre ele avand intersectia vida.

Cristi Savescu
Cluj-Napoca

Barem de corectare. Notam n = 2t. Observam ca familia submultimilor cu cel
mult ¢ elemente verifica. Intr-adevar, fiecare i € {1,2,...,n} apare in sub-
mul‘glmﬂe de forma {i} U A, unde A C {1, 2 nk\{i} cu 4] <t -1, iIn numar

1
k _ n—1 _ on—2 k
deE Ch_ _5-2 =922 Atuncim > E C.
Fie ./'- o familie cu m submultimi ale muh;lmu {1,2,...,n} care indeplineste

conditiile din enunt. Notam cu «; = |[{A € F|i € A}|. Atunci Zai = Z |A| (1).

= 1 AeF

Din ipoteza avem q; < 2" 2, pentru orice i € {1,2,...,n}, deci Z a; <n-2"2(2).

Intrucat {1,2,...,n} are C¥ submultimi cu k elemente, pentru orice k € {0,1,...,n},

avem » [A|>0-Cl+1-Cp+2-Co+---+1-Clh+ t+1< ZC’“)

AeF

t t—1 t
Cum » k-Ck=n-) CF =n-2"7 din (1), (2) si (3) deducem cam < > _Cp.
=0 k=0 k=0

Asadar valoarea maxima cautata este m = Z Ch = 5

k=0
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Problema 4. Determinati numerele naturale n > 3 pentru care exista o multime
M de n numere complexe nenule si un numar natural nenul m astfel incat
(14 2z12223)™ = 1, pentru orice numere distincte doua cate doua zy, 25, 23 € M.

Viad Matei
Bucuresti

Barem de corectare. Pentru n = 3, fie M = {z,v,w} unde zvw = ¢ — 1, unde ¢
este o radacina primitiva de ordinul 3 a unitatii. Atunci (1 + zvw)3 =& = 1.

1 1 1 1
Pentrun = 4, fie M = \3/5{

e—1"e2-1"e3-1"¢*-1
primitivi de ordin 5 a unititii. Elemente din M au produsul v/5, deci orice
produs a trei elemente ale sale este de forma &' — 1. Ipoteza se verifica pentru
m = 5.

Aratam ca n > 5 nu verifica. Altfel, alegem {z1, 22, 23,24,25} C M 8i ¢ =

}, unde ¢ este o radacina

2 2
cos —W—H’ sin —W. Atunci zy 2923 = €%—1, 232425 = ¥ —1, 212324 = e°—1 8i 202325 = e —1,

m m
unde 1 < a,b,c,d < m — 1. Deducem ca (e —1)(e* — 1) = (e — 1)(e? — 1) (1)

. T e e N iV o VI |

Conjugam (1) si obtinem g = ord ; ultima egalitate
impreuna cu (1) ne da 4"’ = ¢4, Revenind in (1), obtinem ¢ + &* = ¢ + ¢4,
care se rescrie ¢ 4 ¢ = g2¢ 4 gotd = g2¢ 4 b gay (¢4 — £°)(e¢ — eb) = 0, deci
a=csaub=c, ceea ce ar implica z, = z; sau z; = z;, fals. Asadar, n € {3,4}.

]
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CLASA A XI-A

Problema 1. Gasiti toate functiile continue f si g pentru care oricum am alege
doua siruri (a,),>1 si (b,),>1 cu proprietatea ca (a, + b,),>1 este convergent,
atunci sirul (f(a,) + g(b,))n>1 €ste convergent.

kK

Barem de corectare. Fie z, y si ¢ trei numere reale. Definim sirurile:

o — r, pentru n par
" y, pentru n impar

sib, =¢—a,,vn € N. Cum a, + b, este sir constant, deci convergent, deducem
ca f(a,)+ g(b,) este convergent, deci constant. Cu alte cuvinte, f(z)+g({—z) =
f(y) + g(¢ — y), pentru orice z,y, { numere reale.

Pentru ¢ = y obtinem ca

fy) = f(x) = g(y — ) — 9(0) (1)
Punem z = 0 in (1) si obtinem ca g(y) = f(y) + ¢, pentru o constanta c.

Inlocuind in (1), obtinem ca f(y) — f(z) = f(y — ) — f(0). Definim functia
h(z) = f(x) — f(0), Vo € R si deducem ca h(x +y) = h(x) + h(y), Vz,y € R.

Cum h satisface ecuatia functionala a lui Cauchy, obtinem ca h este functie
liniara, iar de aici se deduce ca f(z) = az + f si g(x) = az + v, pentru niste
constante reale «, 3, 7.

Reciproc, daca f si ¢ au forma de mai sus, atunci ele verifica conditia din

enunt.
[
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Problema 2. Gasiti toate functiile f : R — R monotone si derivabile de doua
ori astfel incat
f"+Af+3f2+8f =0.

kkk

Barem de corectare. Inmultim ecuatia cu 2f’ si notand cu g = (f/)2 +4f2+2f%+
4f* obtinem ca ¢’ = 0, deci g este constanta. Atunci f?(1+3 f+ f?) este marginita,
deci f este marginita pentru ca 3|f|* < f2(1+ 3/ + f?).

Cum f este monotona si marginita, lim,_,., f(z) exista si este finita. Trecand
la limita in ecuatia din enunt, obtinem ca lim, ., f”(z) exista si este finita.
Analog, trecand la limita in g = (f')2 +4f? + 2f3 + 4f* si tinand cont de faptul
ca g este constanta, obtinem ca lim,_,., f'(z) exista si este finita (aici am tinut
cont de faptul ca f este monotona, deci f’ are semn constant).

Aplicam teorema lui Lagrange pe intervalul [n,n+ 1] si obtinem ca exista un
sir z,, astfel incat x, € (n,n+1) si f'(z,) = f(n+1) — f(n), deci lim,,_, f'(z,) = 0.
Deducem ca lim, ., f’(z) = 0. Acelasi rationament ne da ca lim,_,, f”(z) = 0.

Trecand la limita in ecuatia din enunt, obtinem ca 4/ + 3/% + 8/3 = 0, unde

¢ = lim, , f(z). Deducem ca ¢ = 0. Trecand la limita in ecuatia g = (f")? +

412 +2f% + 4f*, obtinem ca g = 0. Din g > (f’)? rezulta ca f’ = 0, deci f este
constanta, adica f = 0.

O
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Problema 3. Fie A si B doua matrici n x n cu elemente numere intregi, iar p
un numar prim. Sa se arate ca:

Tr(A+ B)? = Tr(A? + B?)  (mod p),
unde TrX este urma matricei X.

Kokok

Barem de corectare. Fie F multimea tuturor functiilor

f:40,1,....p—1} —» {A, B}.

Avem ca:

(A+ By =>_f0)-f(1)-..- flp—1),

fer

deci

Tr(A+ B =) Te(f(0)- f(1)-...- f(p—1)).

ferF

1 - p—2 p—1
12 - p—1 0
cunoscuta Tr(XY) = Tr(Y X), obtinem ca

Te(f(0) - f(1) - - flp = 1)) = Te((f o 0)(0) - (foo)(1) ... - (foo)(p—1)).

Iterand, obtinem si egalitatea:

Te(f(0) - f(1) .. flp— 1)) = Te((f 0 0*)(0) - (fo0)(1) ... - (foo®)(p 1)),

pentru toti k£ € N.

Notam cu ¢ permutarea ciclica ) si folosind egalitatea

Sa observam ca daca f = foo” pentru un k € {1,2,...,p — 1}, atunci f este
constanta. Intr-adevar, egalitatea precedenta este echivalenta cu

f@) = f(i+k (mod p)),Vi € {0,1,....p — 1},

(unde i + k£ (mod p) este restul impartirii la p). Iterand, obtinem si ca:

f(@) = f(i+ Kkl (mod p)),Vi € {0,1,...,p—1},Vl € N.



4

Alegand [ astfel incat kI = 1 (mod p) (acesta exista pentru ca p este prim),
obtinem ca

f(t) = f(i+1 (mod p)),vi € {0,1,....,p — 1},
adica f este constanta.

Avem doua functii constante in F, iar celelalte apar in grupari de cate p ele-
mente de forma:

{f foo,..,foaP '}

Luand un reprezentant in fiecare grupare si notand cu R aceasta multime,
avem ca:

T(A+BY = T+ )+ 3 S T(f o 0)(0) - (f 0 0H)(1) - o- (F o) (p— 1)

fER k=0

= Tr(AP+ B") + > pTr(f(0)- f(1)- .- f(p— 1))
feER
= Tr(A?+ BP) (mod p).

Observatie: In general Tr(ABC) # Tr(BAC). De exemplu, pentru:

0 1 0 0 10
=) =)o)

. - 1 0\ . 00
obtinem ca ABC = (0 0), iar BAC = (O 0).

In particular, nu putem concluziona ca

Te(£(0) - (1) - - f(p— 1)) = Tr(A7*BF),
unde £ este cardinalul multimii {i|0 <i < p—1, f(i) = B}. Daca acest lucru ar
fi fost adevarat atunci demonstratia ar fi curs astfel:

Tr(A+ By = Y Te(f(0)- f(1)-...- f(p— 1))

ferF

_ kz: (i) Tr(AP~*B)

Tr(AP) + Tr(B?) (mod p).
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Problema 4. Fie n > 2. Determinati matricele A € M,,(C) cu proprietatea ca

rang(A?) + rang(B?) > 2 - rang(AB),
pentru orice B € M, (C).

Cristi Savescu
Cluyj-Napoca

Barem de corectare. Observam ca matricea A = 0,, respecta inegalitatea data,
pentru orice B € M,(C). De asemenea, toate matricile inversabile A verifica
inegalitatea data, intrucat pentru orice B € M, (C), aplicand succesiv inegali-
tatea produsului si cea a lui Sylvester, avem

rang(A?) + rang(B?) = n + rang(B?) > 2 - rang(B) > 2 - rang(AB).

Mai departe, consideram A # 0,, o matrice neinversabila cu proprietatea data
si fie r = rang(A) € {1,2,...,n —1}.

Amintim ca rang(PQ) = rang(Q) pentru orice matrice P,Q € M,(C), cu P
inversabila (1).

De asemenea, rang(P(Q) = rang(P) pentru orice matrice P,Q € M,(C), cu Q
inversabila (2).

Intrucat rang(A) = r, existd matricele inversabile P,Q € M, (C) astfel incat
A = PI.Q), unde I, este matricea cu primele r elemente de pe diagonala princi-
pala egale cu 1 si restul elementelor nule.

Fie K € M,(C) o matrice inversabila oarecare si B = Q'I.K. Atunci AB =
PI.K, deci din (1) si (2) deducem ca

rang(AB) = rang(PI,.K) = rang(PI,) = rang(I,) = r.

Atunci, revenind la inegalitatea din ipoteza, avem
r + rang(B?) > rang(A?%) + rang(B?) > 2 - rang(AB) = 2r,
deci rang(B?) > r. Dar rang(B?) < rang(B) = rang(Q'I.K) = r, deci rang(B?) = r.
Cum matricea K a fost aleasa aleator, deducem ca

rang(l, KQ'1,) = rang(Q ', KQ 'I.K) = rang(B?) = r,

pentru orice matrice inversabila K € M,(C). Cum functia X — XQ ! este
o bijectie de la multimea matricilor inversabile din M, (C) la ea insasi, con-
cluzionam ca rang(/,XI,) = r, pentru orice matrice inversabila X.



Matricea I, X I, este blocul r x r din coltul din stanga sus al matricei X, deci
relatia obtinuta arata ca orice matrice inversabila din M,(C) are blocul r x r
din coltul din stanga sus inversabil. Acest lucru il contrazice insa matricea

0 1 0 0
0 0 1 0
inversabild X, =
0 0 0 1
1 0 0 0

Concluzionam ca singurele matrice care verifica ipoteza sunt matricea nula

si matricele inversabile.
O
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CLASA A XII-A

Problema 1. Fie a, b numere rationale, a > 1, b > 1 si F,;, multimea functiilor
f:[0,00) — R care verifica ecuatia functionala:

flax) =bf(z), Yax>0. (1)

a) Sa se arate ca in multimea F,; exista functii integrabile pe orice interval,
cat si functii neintegrabile pe orice interval.

b) Daca f € F,, este integrabila pe [0, c0) si / f(z)dx =1, sa se determine:
1

:/aa2f(a7)d:17 si Bz/olf(x)dﬂf

Vasile Pop
Clyj-Napoca

Barem de corectare. a) Functia de tip Dirichlet f : [0, 00) — R,

|0, daca z€Q
fla) = vk, daca =z e€l[d"d")N(R\Q), keZ

verifica ecuatia (1) si este neintegrabila pe orice interval [c,d] C [0, 00) (sumele
Riemann corespunzatoare punctelor intermediare ¢, € Q dau valoarea 0, iar
cele in care ¢; € R\Q dau constante nenule, pentru diviziuni cu norma suficient

de mica, depinzand doar de intervalul [c, d]).
Exista si functii continue cu proprietatea (1), de exemplu

flx)=2% ©>0: (ax)* =b2x* & a” = b a =log, b,

deci functia f(z) = 2'°¢:* : [0,00) — R este integrabila.

b) Avem
1—/f dx—/f dx—l—/f yde =1+ J

In I facem schimbarea de variabild z = — §1 obtinem:

=) e / 0

astfelca 1= (1 ) J, deci J=
ab

1+ab



Avem:
(ab)®
14+ ab

A:/a f(x)dx:/af(at)ﬂdt@abJZ

B 1 B [ee] a=k B o) f(a_l_kt) (i) 00 1
B—/O f(:c)da:—kz—o/alkfx)dx—kz:o s chs_;)(ab)k+1 J

J N | ab
l—i-abkz:; (ab)* — (ab)2 -1’
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Problema 2. a) Fie £ un numar natural nenul si G un grup cu mai putin de
4k* elemente. Daca Z(G) contine cel putin ¢(k) + 1 elemente de ordin %, aratati
ca G e abelian.
b) Gasiti un grup necomutativ G cu |G| = 16 astfel incat Z(G) contine doua
elemente de ordin 2.
Robert Rogozsan
Bucuresti

Barem de corectare. a) Fie x € Z(G) cu o(z) = k. Se cunoaste faptul ca o (z') =
o()
(o(x), 1)

Asadar, pentru t = 1,k, o(z!) = % deci o(z') = k < (k,t) = 1. Atunci
in (r) exista exact p(k) elemente de ordin k. Din ipoteza avem deci ca exista
y € Z(G)\ (x) cuo(y) = k.

Fie P subgrupul generat de =,y in Z(G). Cum Z(G) este abelian se observa
usor ca P = {z%" | a,b € 0,k — 1}. Analizam acum cardinalul acestei multimi.
Fie a,b,c,d € 0,k —1 cu 2%°® = 2°y%. Atunci 2 ¢ = 9% si cum (z) N (y) = {e}
obtinem 2% ¢ = y4= = ¢. Deci k|(a—c) si k|(d—b), iar cum —(k—1) <a—c;d—b <
k — 1 obtinem a = ¢ si b = d. Asadar multimea P are exact k - k = k? elemente.

Cum P < Z(G@) obtinem din Teorema lui Lagrange ca k?|#Z(G). Cum #Z(G) <
#G < 4k? deducem ca Z(G) = ak? unde a € {1,2,3}. Asadar G/Z(G) are cel mult
3 elemente, deci este un grup ciclic. De aici rezulta imediat ca G este abelian.

b) Consideram grupul G; = D, x Z/2Z sau grupul G, = Qs x Z/27Z unde D,
este grupul diedral de ordin 4(grupul de simetrie al patratului) si Qs este grupul
cuaternionilor. Elementul adaugat din Z/27Z este un element care comuta cu
toate elementele din D, sau (s. Se stie ca centrul fiecarui din aceste doua
grupuri, D, sau (s, este Z/27Z. Deci in ambele cazuri Z(G;) = Z/2Z x Z]2Z.

|Vt € N*.

]
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Problema 3. Determinati toate inelele comutative R cu |R| > 4, care nu sunt
corpuri, astfel incat oricare ar fi a, b, c € R nenule si distincte

ab + be + ca

este un element inversabil al inelului R.

Vlad Matei
Bucuresti

Barem de corectare. Fie ¢ # 0 un element neinversabil al inelului R. Daca
2z # 0 putem considera elementele z, —z,1 care sunt toate distincte si de aici
ar rezulta ca —2? este inversabil,asadar z este inversabil contradictie. Obtinem
2z = 0 pentru fiecare element neinversabil x.

Deducem ca 2 nu este inversabil altfel + = 0, contradictie cu = # 0. Deci
4 =0 daca punem x = 2.

Daca 2 # 0 atunci pentru b # 2, —1,0 arbitrar in inel cum elementele b, —1, 2
sunt distincte nenule; altfel —1 = 2 deci 3 = 0. Cum 4 = 0 deducem ca 1 = 0
contradictie. Deci avem ca b — 2 este inversabil; daca notam =z = b — 2 avem
ca z este inversabil daca =z # 0,1,2. Asadar 2 este singurul element nenul
neinversabil.

Daca |R| = 4 atunci inelul R este {0,%1,2} unde 4 = 0 care verifica; R este
izomorf cu Z/47.

Pentru |R| > 5 gasim z # +1 inversabil. 2z nu poate fi inversabil deoarece ar
rezulta ca 2 este inversabil. Cum 2 este unicul element neinversabil trebuie sa
avem 2x = 2 deci 2(1 —z) =0. Avem 1 —z # 0,£1,2 deci 1 — z este de asemenea
inversabil; 2 fiind unicul element neinversabil. Asadar 2 = 0.

Am presupus ca R nu este corp. Revenind la alegerea unui element nein-
versabil z # 0 sa consideram elementele =,z + 1,1 care sunt toate distincte
deci 2% + x + 1 este inversabil. Daca z # z? atunci z, 2%, 1 sunt distincte. Deci
23+ 2%+ 1 = z(2? + x + 1) este inversabil si asta ar implica ca z este inversabil,
o contradictie. Obtinem ca 2% = z.

Sa observam ca pentru orice r # 0, 1, z, z+1 din inel cum elementele r, x, x+1
sunt distincte avem ca rx+r(x+1)+xz(x+1) = 2re+a?+x+r = r este inversabil,
folosind z?> = z si faptul ca inelul are caracteristica 2. Deci z si z + 1 sunt
singurele elemente neinversabile.

Daca R are cel putin 5 elemente exista r # 1 in inel inversabil. Sa observam
ca rx nu este inversabil deci trebuie ca rx = r sau rz = x + 1. Ultima imediat
implica ca z ar fi inversabil o contradictie. Prima egalitate o putem rescrie
(r — 1)z = 0 deci r — 1 nu este inversabil, de unde deducem r — 1 = z,z + 1 sau
r =x,x + 1 o contradictie cu alegerea lui r.



Conchidem ca singurul astfel de inel este Z/4Z.
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Problema 4. Fie f : R — (0,00) o functie continua si periodica de perioada 1.
Sa se arate ca pentru orice a € R avem:

Cfa)
/0 T N

Barem de corectare. Sa aram mai intai ca inegalitatea are loc pentru a € Q. Fie

o = . Rescriem integrala ca
4q

EFICO IR S AL ()
[ Feva=2h, detwmt

k=0

Pentru fiecare interval facem schimbarea de variabila z = x+k/q. Fie gi(z) =

flx+k/q)

et k)/q)' Atunci avem

/01% - /Ol/qqz_igk(m) de.

k=0

Folosind periodicitatea lui f avem ca go(z)g:(z)...g,-1(x) = 1 deoarecele nu-
merele p+k modulo ¢ reprezinta o permutarea a numerelor 0, 1, ...,¢—1 modulo
q—1

¢. Din inegalitatea mediilor Z gr(x) > q{z/go(x)gl (x)...g4-1(x) = q. Deci

k=0
1 1/q
o flz+a) 0
Pentru « irational sa luam un sir de numerele rationale a,, — a.

Folosind Weierstrass pe intervalul [0, 1] avem ca exista c € [0,1] cum = f(c) =
ir[1f | f(z) >0s8i M = f(d) = sup f(x)> 0; din periodicitate avem m < f(z) < M .
z€[0,1 z€l0,1]
Cum f este uniform continua pe [0, 1] fiind compact avem ca pentru orice
e > 0 exista ¢ > 0 astfel incat daca |z; — zo| < 0 atunci |f(z1) — f(z2)| < e.

In cazul nostru cum a,, — a avem

fl@ @) |_f@lf@ta) - fleta| Me
flx+a)  flz+an) flz+a)f(z+ an) m2




deci

/01 f(i(—?a) dx_/;%dx‘ <o

R R
/of(:era)_nlﬁoo/O Aoz,

pentru n > N..
Asadar
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